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Вариационное исчисление 
Решение классической задачи поиска экстремума функционала 

 
 

 

ЗАДАНИЕ.  

Решить классическую задачу вариационного исчисления: 

 

 

 

РЕШЕНИЕ.  

1. Запишем необходимое условие слабого, а значит, и сильного 

экстремума — уравнение Эйлера [1, с.10] 

.020 constxx
dt

d
ff

dt

d
xx =⇔=⇔=+− ɺɺ

ɺ
 

Общее решение уравнения Эйлера: 

21)( CtCtx += . 

Из условий на концах находим 21 , CC : 

.101)1(;1)0( 11212 −=⇒=+=+=== CCCCxCx  

Таким образом, имеется единственная допустимая экстремаль  

1)(ˆˆ +−== ttxx . 

2. Проверим 1)(ˆˆ +−== ttxx  на необходимые и достаточные условия 

экстремума. 

2.1. Усиленное условие Лежандра выполнено: 

],1,0[,02)(ˆ ∈∀>= ttf xxɺɺ  

следовательно, переходим к проверке условия Якоби. 

2.2. Выпишем уравнение Якоби на экстремали x̂ . Его общий вид [1, 

c.8]: 
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В нашем случае уравнение Якоби имеет вид: 

0)(0)(2 =⇔= thth
dt

d
ɺɺɺ . 

Общее решение уравнения Якоби  

21)( CtCth += . 

Начальным условиям  

1)0(,0)0( == hh ɺ  

удовлетворяет функция  

tth =)( . 

2.3. Функция tth =)( не имеет нулей в полуинтервале ]1,0( . Значит, 

сопряженных точек нет, и, стало быть, выполнено усиленное условие Якоби. 

Таким образом, выполнено  достаточное условие слабого локального 

минимума, то есть .minˆ wlocx ∈  

2.4. Проверим на сильный экстремум.  

а) Поскольку функция 2xf ɺ=  не выпукла по xɺ , то достаточное условие 

сильного минимума не выполняется.  

б) Проверим необходимое условие сильного минимума – условие 

Вейерштрасса [1,с.7]. 

. 

0)1(12)1(21)ˆ(ˆ2ˆ)ˆ(ˆ2ˆ),ˆ,ˆ,( 2222222 ≥+=++=++−=−−−=−−−= uuuuuxuxxuxuxxuuxxt ɺɺɺɺɺɺɺε
  ]1,0[, ∈∀∈∀ tRu . 

Значит, условие Вейерштрасса выполнено, то есть, допустимая экстремаль 

доставляет сильный локальный минимум.  

Поскольку интегрант является квадратичным, то допустимая 

экстремаль доставляет абсолютный минимум.  
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ОТВЕТ: .1)ˆ(min,1)(ˆ =∈+−= xJabsttx  


