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Пример решения задачи: поверхностный интеграл 1-го рода 
 
 

ЗАДАНИЕ.   

Вычислить интеграл ( ) ,
S

x y z d S+ +∫ ∫  S – поверхность 

2 2 2 2 ,   0x y z a z+ + = ≥ . 
 
РЕШЕНИЕ.  
Интеграл по сферической поверхности рассчитывается по формуле: 

( ) ( )
1

2, , cos sin , sin sin , cos sin .
S S

f x y z dS f d dρ ρ ϕ ψ ρ ϕ ψ ρ ψ ψ ϕ ψ=∫∫ ∫∫   (3) 

Осуществим переход к сферической системе координат: 

cos sin ;

sin sin ;

cos .

x

y

z

ρ ϕ ψ
ρ ϕ ψ
ρ ψ

=
 =
 =

 

Тогда поверхность S (полусфера) задается в полярных координатах 
следующим образом: 

( )1 , , : 0 .
2

0 2

a

S

ρ
πρ ϕ ψ ψ

ϕ π

= 
 
 = ≤ ≤ 
 

≤ ≤  

 

 Поскольку  

( ) ( ), , cos sin sin sin cos ,f x y z x y z a ϕ ψ ϕ ψ ψ= + + = + +  

то по формуле (3) получим:   

( ) ( )
22

3

0 0

cos sin sin sin cos sin
S

x y z dS a d d

ππ

ϕ ϕ ψ ϕ ψ ψ ψ ψ+ + = + + =∫∫ ∫ ∫  

( )
2 22

3 2

0 0 0

cos sin sin cos sina d d d J

π ππ

ϕ ϕ ψ ψ ψ ψ ψ ϕ
 

= + ⋅ + = 
  
∫ ∫ ∫  

 Вычисляем отдельно внутренние интегралы: 
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( ) ( )
2 2 2 2

2

0 0 0 0

1 1 1
sin 1 cos 2 cos2 2

2 2 2
d d d d

π π π π

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ
 

= − = ⋅ − ⋅ = 
  

∫ ∫ ∫ ∫  

2 2

0 0

1 1 1
sin 2 0 ;

2 2 2 2 4

π π π πψ ψ   = ⋅ − ⋅ = ⋅ − =      
 

 

( )
2 2 2

2

00 0

1 1
cos sin cos cos cos .

2 2
d d

π π π

ψ ψ ψ ψ ψ ψ= − = − ⋅ =∫ ∫  

  
Тогда 

 
2 2 2 23 3
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0 0 0 0

1
cos sin cos sin

4 4 2 4 2

a a
J a d d d d

π π π ππ π πϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
  = ⋅ + ⋅ + = ⋅ + + ⋅ =  

   
∫ ∫ ∫ ∫
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0 0 0
sin cos .

4 4 2

a a a
a

π π ππ πϕ ϕ ϕ π= ⋅ − ⋅ + ⋅ =  

 
 

 
 
 


